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INTRODUCTION 
Le but de cet article est d’Ctudier, par dcs mCthodes cohomologiques, les 
groupes de la formc 
Aut,(K) --_ Gal(K,/k), 
oh K est une extension quelconque d’un corps commutatif k. De tcls groupes 
sont totalement discontinus pour la topologie de la convergence simple et 
localement compacts, si l’extension est de dimension algkbrique finie (voir, par 
exemple, [2]). On montre qu’il est possible d’klaborer une thkorie cohomologique 
pour un groupe topologique G, en fait quelconque, laquellc thkorie devra 
comprendrc, comme cas particuliers, Its cas classiques oh G est discret ou 
profini.’ On peut alors calculer, dans les cas qui nous intkressent, les groupes de 
cohomologie de G en relation avec ceux dcs sous-groupes ou groupes quotients 
de G qui sont discrets ou profinis. Comme exemple Clkmentaire assez typique 
(voir la demonstration en (lo)), on considkre le cas suivant (citC dans [2]): 
Soitp un enticr premier et soit k un corps contcnant toutes les racincs pn-ikmes 
de l’unitit (n E N); on suppose la caractkristique y de k distincte de p et on pose 
K = vp-R)neN 7 
oh, pour tout n, on choisit une racine @&me de I’indCterminCe X, not&e X1’-“. 
En s’inspirant de [2], exemples (2.1) et (2.3), on Ccrit une suite exacte 
1 ---* Ker(u) -+ Gal(K/k) +(2:2Z) x Z ---f 1 
topologiquc et scindke. Ker(u) contient un sous-groupe topologique isomorphe 
g Q, . Si Q + 2 et si G := Q,.z9((Z/2Z) x Z) (produit semi-direct topologiquc), 
sa cohomologie B coefficients dans K se ramkne & cellcs de Z et de Q, et, en 
particulier, W(G, K) : 0, pour n > 2. 
1 La ddfinition de la cohomologie H” don&e ici coincide pour IZ ;-.- 1 avcc crlle don&e 
par hloorc dans [7], mais en diffkre, cn g&w&al, pour n > 2. 
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La technique utiliste est particulitrement adapt&e au cas totalement discontinu; 
$ I’opposC, lorsque G est connexe, on verra en (6) que sa dimension cohomo- 
logique est infhieure ou &gale 2. 1; la dkmonstration de ce fait s’appuie sur une 
caractCrisation du N2 en termes d’extensions, explicit&e en (5). 
En (I) et (2), on dhfinit la catCgorie G-IMTD, des G-modules to~ologiq~es 
discrets (analogue du cas profini). Cette catCgorie posskde assez d’injectifs; on 
peut done dCfinir les groupes abCliens IP(G, A) (A E G-&!WD> et un complexe 
qui permet leur calcul explicite. 
En (3), (4) et (7), on gCnCralise quelques techniques classiques et indique les 
rCsultats qui resten.t valides. En (4), en particulier, lorsque i: S + G est un 
morphisme continu, on notera l’existence de la suite spectraIe 
lP(G, RW&.)) * H’“(S, .)I 
oh R”&&, est le foncteur d&iv6 droit d’un foncteur &a,,; en (4.3), on calcuule 
et, en (4.2), on indique les cas les plus utiles oti MGS est exact, c’est-hdire 
lorsque 
N”(G, h&,(A)) N fP(S, A). 
En (7.3), l’utilisation d’une suite spectrale du type “Hochschild-Serre”, 
dans le cas d’une extension K(B) = L de k (K galoisienne SW k, B algkbrique- 
ment libre sur K), permet le calcul de P(Gal(L/k), M). 
En (&), on indique une suite spectrale 
oti e est le s&par& complCtC de G pour une topologie dCfinie par des sous-groupes 
ouverts et distinguCs et T un foncteur pour 1equeI on calcule les dCrivCs 
En&., en (9), on signale un cas oti l’on ram&e la cohomoiogie de D (corps 
des p-adiques) B ceIIe de C&/Z, , et ceci peut servir de crithe pour montrer qu’il 
existe un CICment non nul, invariant par Z, . 
1. LA CAThGORIE G-MT 
Dans cet article, G sera toujours un groupe ~o~ologiq~e~ et l’on notera $52 
un systhme fondamental de voisinages de I’CICment neutre 1 de G. 
(1.1) G-MOD dCsigne la catCgorie des G-modules B gauche et 
la sous-catCgorie pleine ayant pour objets les G-modules A sur lesquels 
contininment lorsqu’on munit A de la topologie disc&e (i.e., le sta 
tout ClCment de A est un sous-groupe ouvert de G)~ 
G est Cvidemment une catCgorie abdienne. 
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(1.2) Si A E G-MOD, on pose: 
9(A) = (J AV, 
VE@ 
en designant par AV, l’ensemble des elements de A invariants par V, @A) peut 
etre consid&& comme “le plus grand sous-G-module de A qui soit un objet de 
G-MTD”. On definit ainsi, de man&e Cvidente, un foncteur covariant (additif) 
9: G-MOD -+ G-MTD. 
Si A E G-MTD et BE G-MOD, tout G-morphisme A+ B admet une 
factorisation: 
A+B(B)c+B; 
en particulier, on a un isomorphisme 
HomG(4 g(Q) Z+ HomG(A, B) 
et l’on vtrifie que 9 est un foncteur adjoint du foncteur exact de plongement de 
G-MTD dans G-MOD. 
Si I est un injectif dans G-MOD, 9(I) est done un objet injectif dans G-MTD 
et, ainsi, G-MTD possede assez d’objets inject@. 
(1.3) Si A E G-MOD, l’ensemble %(G, A) des applications de G dans A 
est un G-module pour 
k . f>vd = f&h 
et l’on a un morphisme injectif a E+ (g t+ga) de A dans F(G, A). Si 
A E G-MTD, on a done un G-morphisme injectif dans G-MTD: 
A + 9(9=(G, A)). 
B(p(G, A)), module “co-induit par A E G-MTD”, sera note 9(G, A), dans 
la suite. 
Si ~8 est form6 de sous-groupes, .9(G, A) est I’ensemble des fonctions 
f : G + A pour lesquelles il existe U E B’ tel que f soit constante sur les classes a 
gauche modulo U. 
Remarque. 9(G, Q/Z) est un cogerkrateur injectif dans G-MTD. 
2. LA COHOMOLOGIE DE G ET LE COMPLEXE QUI LA DBFINIT 
(2.1) Puisque G-MTD possede assez d’injectifs, on peut definir le foncteur 
cohomologique derive droit du foncteur (covariant, additif et exact a gauche) 
A H AG de G-MTD dans Z-MOD, 
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S-foncteur que l’on note (H”(G, *))n>O (pour la terminologie, cf. [I]), 
(2.2) Soit A E G-MTD. On peut calcukr !es groupes H%(G;, A), 21. :E’aide 
d’un complexe, de la mar&e suivante 
D~FPNITION (2.2.1). Pour tout entier n > 0, on note 3’“(GI A) le groupe 
abelien form& des fonctions f : G” ---f A vCrifiant la condition suivante: pour tous 
i E [O, n - 1: et (g, s . . . . gi) E Gi, il existe U(g, ,... 7 gi) E 9? tel que, pour tous 
fg,+l ?...? gn) E Gn-i et u E U(g, ,..., gJ, on ait 
fkn ,.*. > g&Z 9 gi+l”, gi 2..-> 81) = fkn 1..*9 Slh 
Ces fonctions sont localement constantes et, en particuher, SFjG, A) C 
%‘(GnS A) (fonctions continues de G* clans A); mais, en general, l’inclusion est 
stricte (pour G quelconque). 
On a 
9O(G, A) N A, 
S(G, A) N 9(G, A) (defini en fi.3)), 
pour n > 1, 9*(G, A) 3 B(G”, A) (inclusion stricte en ghkrai). 
(2.22) En notant, comme d’habitude, d,: 5Y(G”; A) -f V(Gn~ll A) 
(z > 0) le Z-morphisme defini par 
on a une factorisation de d, j @(G, A) (notee encore L&J: 
On pent ainsi defmir un complexe dans Z-MOD, soit 
et done un foncteur %? (covariant et additif) defini dans G-MTD et a valeurs dans 
la categoric des complexes de Z-MOD. On peut vCrifier que +Y? est exact et done 
definir un S-foncteur (cf. [I]): 
h: G-MTD + Z-MOD, 
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h(A) = (ZZyqA)),>,). 
PROPOSITION (2.2.3). I z est universe1 et isontorphe ?I H(G, .) d+ni en (2.1). 
IXmonstration. Soit n > 0, et soit f~ W(G, ,%(G, A)) telle que d,f =- 0; 
si l’on pose 
f’k, ye.., gn -J(h) = f(h, 61 >...t g,-1) (I), 
alorsf’ E .W--‘(G, 9(G, A)) et d,+if’ r: f. 
%(G, .) est done un foncteur d’effacement pour k (cf. [l]) qui est done 
universe]. On verifie alors que 
ho(A) == AC. 
Remaryue. La proposition precedentc nous montrc quc l’on retrouve les cas 
classiqucs lorsquc G est discret (cohomologie du groupe muni de sa seule structure 
algebrique) ou pro&i (cohomologie galoisienne). 
COROLLAIRE (2.2.4). IP(G, A) est le groupe des homomorphismes croisk 
continus de G dans A module l’image de do . 
3. CHANGEVENT DE GROCPE 
(3.1) Si p: G’ -P G est un morphismc (co&m) de groupes topologiques, 
on obtient un foncteur exact de restriction: 
Ptd: G-MTD --f G’-MTD. 
Avec cette notation, on a un unique morphismc de A-foncteurs 
H(G, .) -’ H(G’, pd.)), 
dcfini en degrc 0 par l’injection canonique. Si p est injectif, c’est la Festriction, 
note Res. 
Si G, est un groupe topologique muni de la topologic T et si Grt est le m&me 
groupe muni d’une topologic Y, plus fine que T, on obtient alors un S-morphisme 
H(G,, .) -’ W&p, (Id&d(.)); 
En particulier, on peut relicr la cohomologie de G au scns de (2.1) a celle de G 
saris topologie. 
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Si U est un sous-groupe distinguk de G, on d&nit ~‘~~~~~~~~~ 
Enfin, si G’ est un sous-groupe ouvert de C, d’indice fini, on petit dCfinir la 
corestrictio~e : 
Cores: H(G’, PLO(.)) 4 N(G, .>, 
pta Ctant l’injection canonique, en utilisant le lemme suivant. 
LEMME (3.2). Sozls les hypoth&es et notations pr&de~ztes, si I est m injectif tie 
G-MTD, aiors pta(l) est factew direct d’un injectifdam @‘-MT 
n a, bien sQr 
Cores. Res = (G : G’). 
(4.1) Soit j: S + G un morphisme (contku) de groupes topologiques. 
Si A E S-MTD, on pose 
oms(ZIG], A> Ctant consid& comme G-module. On a done 
M&4) = (f E 9(G, A) j Vs E S Vg E G f(j(s)g) = sffg)]. 
-+ G-MTD est un foncteur covariant (add&f), et, si A E G- 
AMTD et B E S-MTD, on a des isomorphismes 
On &die que NGs est un foncteur adjoint de & (notation de (3.1)); ains& 
;a/k,,(A) est injectq (clans G-MTD) si A est zkjecr;j dans S-MTD. &fGs est 
exact 8 gauche. 
En considCrant le foncteur H”(S, .) = H”(G, M&.)), on obtient une suiafe 
~pe~t~~~e ~~orno~5~~~~e (cf. [I]): 
avec A E S-iLITI> et (RIM,,), dksignant le foncteur d&iv6 droit de MGs I On a 
done une suite exacte de bas degrk. 
PROPOSITION (4.2). Dam les cas particulims sukar,is, MGS est exact. 
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Je’ cas. G est localement compact et totalement discontinu, S est muni de la 
topologie initiale dkjinie par j, et j(S)\G est compact. 
2 Bme cas. B est forme’ de sous-groupes distinguis (ouverts), S est muni de la 
topologie initiale d@nie par j, et j(S)\G est compact. 
3’- cas. B est forme’ de sous-groupes, j est inject;f, et j(S) est un sous- 
groupe discret et distingue’ de G. 
4 tme cas. B est foforme’ de sous-groupes distinguks, j est injectif, et j(S) est 
discret dans G. 
Dans ces conditions, on a alors 
fWG, ~cx(4) = ff”(S, 4 (A E S-MTD, n >, 0). 
Dtk~onstration. Soit p: B + C un S-morph&me surjectif clans S-MTD. Si 
ffz M&C), il existe un sous-groupe ouvert et compact U E 9? tel que Uf = f. 
Alors j(S)\G/U est jini, et on note (gr ,..., gm> un systeme de reprksentants des 
doubles classes, dans G. 11 existe alors des bi E B (i E [l, m]) et YE 5? un sous- 
groupe ouvert, inclus dans U, tels que 
P(bi) = f ki>, i E P, ml, 
b, E Bj-'(Q&i', z ig [L ml, 
et que V soit distingue dans U. 
On choisit alors gmfl , . . . , g, tels que (gr , . . . , g, , gm+r , . . . , gn) soit un systeme de 
representants, dans G, des doubles classes de j(S)\G/V. 
PourtoutiE[m+1,n],ilexisteol~E[1,m],siES,~iEU,telsque: 
gi = j(sd goipi ; 
on pose, dans ce cas, 
b, = sib,< 
(en choisissant, pour chaque i E [m + 1, n], une decomposition de gi), et l’on 
a encore 
p(b) = f ki>. 
Si 
g = j(s)w (i E Cl, 4) 
est une decomposition de g E G suivant j(S) et V, on pose 
f(g) = sbi , 
et ceci ne dLpend pas de la d&composition choisie. En effet, si 
j(s’- 1s) = g,u’u-‘g,’ Egivg;l; 
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j(s,ls’-lss,) E g,, vg;*f , 
ce qui implique 
s+s’-lssibaf = bNi , z 
c’est-&dire, encore, 
sbi = s’b, , 
On vCrifie alors, facilement, quefE AI&B) et que 
p -f=f. 
Pour le de&&me cas, m&me dkmonstration, car on peut choisir V distingut. 
dans U, m&me si U n’est pas compact. 
Pour les deux derniers cas, on peut trouver un sous-groupe ouvert UE 97 
tel que 
et teI que la dttcomposition de g E G, suivant j(S) et ki, soit unique. On dChit f 
comme auparavant. 
(4.3) CalcuE de RqM&.A). En s’inspirant des r&hats de (2.2), on va, 
cette fois, dkfinir directement un complexe permettant le cakul de RQM&A) 
(A E s-MTD). 
(4.3.1) Pour tout n 3 0, on note W(S, 6; A) le groupe ab6lien form6 
des applications f : S” x G -+ A v&&ant les conditions suivantes: 
(i) I1 existe UEL~ tel que pour tous (s, )..., s7J E S”, g E G et u E 1,: 
on ait f(sl ,,.., s, , go) = j(sl ,..., s, , g); 
(ii) Pour tow gE G, in [l, 52 - 17 et (sl ,..IS si) E 9, il existe 
J%, Sl I.*. , si) E as tel que pour tous n E V(g, s1 ,...y sJ et ($6+x ,..‘? sJ E S’l--i. oli 
ait f (h , k1 ,..., sidb si ,.-, sl ,g) =f (se ,--3 sl , g>. 
On a ainsi 
9O(S, G; A) N B(G, A). 
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(4.3.2) Pour des raisons semblables a cellcs de (2.2.2), on peut definir 
6,: P(S, G; A) + C@!r(S, G; A) par 
i=n 
Pnf h ,a..> S,,.l, g) ..: s,f(sa ,‘.., S,!.l ,g) t c (.--lyf(Sl ,*.., vi2.1 ,*..,g) 
li 1 
-‘- (--l)“.‘f(h ,..., s?l ,j(&+,k). 
6, cst un G-morphisme et l’on verifie directement que: 
6, . s --- 0. n-, ..
On peut ainsi definir un complexe 
r(A) = ((W(S, G; A)),>,,). 
rest exact et on ddfinit un S-foncteur 1: S-MTD --f G-MTD, en posant: 
l”(A) = Izyr(A)). (n >, 0). 
PROPOSITIOX (4.3.3). 1 est uni~ersel et isomorphe ci RiIJG.7 . 
Demonstration analogue g celle de (2.2.3). 
COROLLAIRE (4.3.4). I,e G-module R1;M,,(A) est &gal au G-module quotient 
K/Z, arec K form& des f c .9(S, G; A) telles que 
et 
f (4 R) .z sf (4 g) -i f (5 i(t)g) (s, t E S, g E G) 
I-ImS,. 
En particulier, I = K sous les hypothhes de la proposition (4.2). 
5. CARACTERISATIOK DE Zf2(G, A) 
(5.1) On dira qu’une extension de G par A 
E:l---,/1-%E-hG-l 
(i et p sont des morphismes stricts et A est note multiplicativement) veiz$e la 
proprie’ttt: (Z’), si elle est de type A (i.c., la structure. de G-module d&fink sur A par 
I’extension est exactement la structure de A) et s’il existe UM application continue s, 
section de p (consideree seulemcnt comme application), telle que 01(s) E P(G, A), 
oh a(s) est dejinipar 
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Cette propriCtC ne dCpend que de la classe d’isomorphie de l’extension E, et 
oaz note Ext,(G, A) les classes d’extensions vCrifiant (P). 
(5.2) si h EZZ(G, A) t es un 2-cocycle B coeRicients dans A (h E SPfG, A)), 
on d&nit, ciassiquement, l’extension 
qh): 1 -+ a --+ Api=aL+i, 
06 A x h G est l’espace topologique produit, muni de ia lai 
(a, ‘dw> g’> = (w’hk g’>, gg’) 
On remarque que E(h) vbifie (P), et sa classe ne df: end que de Ia classe 
dans N2fG, A); on d&nit ainsi une application: 
,8: H2(G; A) -+ Extp(G, A), 
On notera que, si s est une section continue de l’~~~~~~at~~~ pr de i’extension 
E(h), elle est de la forme 
g --(f&h gh fs E %?(G, A), 
et L’on a 
a(s) = c-&f s* h; 
de plus, jS E B(G, A) si et seulement si a(s) E P(G, A), et, dans ce cas, CL(~) est 
un cocycle Cquivalent A 12. 
h3WME (5.3). Soit E: I -+ A -f+ E 5 @ + 1, me extension dri$ant (P). .fl 
existe une section contime s de. l’application p telle q24e 
s(1) = 1, 
44 E Z2(G, 4, 
et que E soit isomorphe d E(ol(s)). 
~~~~nstration. Soit 0 une section continue de p tdIe que: 
a(o) E B2(G, A); 
on obtient une section continue s telle que 
s(1) = ,I 
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et a(s) est un Clement de P(G, A), puisque 
4S)kl > g2> = kI(4)-111 4al 7 gz>* 
On vCrifie, de plus, que a(s) est un cocycle. Alors, l’application (a, g) t+ i(u) s(g) 
definit un isomorphisme entre E(ol(s)) et E. 
En utilisant ce qui precede, on voit que CY(S) est un 2-cocycle et que sa classe 
duns H2(G, A) ne &pend pas de la section s choisie, pourvu qu’elle soit continue et 
telle que a(s) E S(G, A). A insi, l’application E I-+ a(s) induit une application 
01: Ext,(G, A) -+ fP(G, A). 
PROPOSITION (5.4). L’upplication CC Ext,(G, A) + H2(G, A) est une bijection. 
(11 suffit de voir que D! et /3 sont reciproques l’une de I’autre.) 
6. DIMENSIONS COHOMOLOGIQUES 
Pour la pratique, il est bon de definir plusieurs notions distinctes. 
(6.1) Dimension cohomologique de torsion. Soit p un entier premier. On peut 
considerer les conditions equivalentes suivantes (voir [5] dans le cas profini): 
(i) La composante p-primaire T,(Hg(G, A)) de Hg(G, A) est nulle pour 
q > n et A annul6 par p. 
(ii) Hg(G, A) = 0, p our q > n et A annul& par une puissance de p. 
La borne inferieure (dans N U {co}) d es n tels que I’on ait (i) et (ii), est note% 
dct,(G). 
On a alors 
T,(Hg(G, 4) = 0, pour q > dct,(G) f 1 et A E G-MTD. 
Si l’on pose 
dct(G) = sup dct,(G), 
on a un resultat analogue sur la torsion de Hg(G, A). 
(6.2) Dimensa’on cohomologique. On note de(G), la borne inferieure des n EN 
tels que 
Hq(G, A) = 0, pour 4 > n et AE G-MTD. 
On a done 
dct(G) < de(G). 
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?ROPOSITION (6.3). de(G) < 1 si G est engendye’ par tout voisimge de 1. 
~~~zo~~t~~tion. Soit A E G-MTD, et soit E une extension 1 ---f A + E +=P 
G --3- 1) verifiant (P) (cf. (5.1)). On choisit une section continue s de ~‘a~~l~~~t~~~~ 
p comme dans le lemme (5.3). On verifie alors qu’il existe U E W tel que: 
k4 = 4f) 44, pour tout g E G, et tout @ E hi. 
e I’hypothese, on deduit que s est un morph&me; done n(s) est nu’i ainsi que 
H2(G, A). Par decalage, on obtient la proposition. 
(6.4) Certaines proprietes se generalisent ~mm~diatement. 
on a 
dct,(S) < d&,(G) 
et 
de(S) < de(G), 
si S est un sous-groupe de G vCrifiant Ies hypotheses d’un des cas de la Proposi- 
tion (4.2); si, de plus, S est ouvert et d’indice fini premier a p, on a 
dct,(S) = dct,(G) (cf- [5]). 
7. SUITE SPECTWLE D'UNE EXTENSION 
(7.1) Soit E une extension de groupes topologiques 1 -+ 
K+- 1. On a des foncteurs exacts ita: G-MTD -+ D-MT 
G-MTD. Si A E G-MTD, [itd(A est un objet de K 
diagramme commutatif: 
G-MTD PYG, .I 
mD,itlh /Lc,., . 
K-MTD 
e plus, on a un K-isomorphisme 
[&d(g(G, A))lD ‘v g(K, A>; 
ainsi, ff’(D, itd( -)) transforme les injectifs en H’(K, ‘)-acycliques. n a done une 
suite spectrale cohomologique de type “Ho&child-Serre”: 
H=(K,H’V, &d(A))) * HYG, A), 
dont on tire toutes les conclusions classiques (suite de has degres...). 
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(7.2) Cas d’une extension scimh’e 
(7.2.1) Si l’cxtension 15’: 
1 ----+ n ---% G 2-p K -+ ] 
est scindee par un morphisme continu s: K + G, on a le diagramme commutatif 
et des morphismes dc &foncteurs 
H(G .> >+ H(K, std(.)), 
induit par I’inclusion 
ct 
A” 4 (std(A))K = As(K), 
induit par l’idcntite 
Par composition, on a le diagramme commutatif 
H(K, .) - ---* H(K, .) =.: H(K, QdP(d(.)) ” 
H(G, ~td.)) 
Ainsi, pour tout n, ZZn(K, *) est facteuv direct de H”(G, pta(.)). 
(7.2.2) Le foncteur ptd est exact, pleinement fide&, distingue les objets 
et d&nit un isomorphisme entre la categoric K-MTD et la sous-categoric 
pleine de G-MTD form&e des objets D-triviaux; on identifie, dans la suite, ces 
deux categories. Avec cette convention, on pcut Ccrire le diagramme commutatif 
H”(K, A) -- -‘f -+ I-In(K, A) 
b&r 
H”(G, A) 
si .,I E G-SI’T’D est D-trivial. hinsi, Il”(K, .4) PS~ fnctertr diwct r/e /I”(G, -4) si _ i 
est D-triz?al. lk particulier, pour A, ILtriCal, op, :L 
W(G, d-2) E fZ’(K, .-I) 3 If~m,,,,,~(i), I”); 
si, de plus, on a 
fZ”(K, W’(D, A)) .. o> po”r ~1 .:.b 1) 
la cohomologie de G se ramkne a celle de K et, en dimension au rnoins &gale B 2. 
scs groupcs sont de torsion, si K cst profini. 
(7.3) .-lpplication 
(7.3.1) Soient K une extension d’un corps k et L une rxtcnsion de K 
teile qu’il esiste une base de transcendancc pure de 1, sur K et que, pour tout 
u E Cal(L/h)? on ait o(K) = K. 
Alors, ii existe une extension scindee 
1 --+ Gal(LiK) =- --• Gal(L:k) J% Gal(K/k) ----* 1. 
1-n effet, o i K est un automorphismc de K ct rcs est le morphisme continu: 
o I F u K: si u c Gal(K,‘/z), on notkj(a) I’unique Iz-automorphismc dc L tc! qw 
j(U) i I\’ U 
ct quc 
j(4(4 --_ 6, pour tout b t‘ H. 
Alors, on vkifie que j est une section continue du morphisme rcs, et ainsi res 
est surjectif et strict. 
(7.32) ~ROPOSITIOS. Soit A’ une extensive faloisienne de 12, et wit 
I, -.: ii(B), 02 B est unepartie al&briquement libre sur K. .Ilors on a 
(i) H”(Gal(Ll/z), K) = k. 
(ii) W(Gal(L,‘lr), K) 2 : IIom,,,t(Gal(L~K, k); 
en particrrlier, si le cardinal de B est /gal Li 1, on a 
W(Gal(L/k), K) = Hom(PGL(2, K, k). 
(8.1) Soit :g uric base de filtre, moinsfine quc .8, et form& de sous-groupes 
(ouverts et) distingue’s. On note G le groupe -ll.,g G; IF, &pare complett: de C 
pour la topologie definic par 4. Le morphismc continu p: G .- + (7 definit un 
foncteur prd: C;‘-JITD - G-MTD. 
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(8.2) Si A E G-hfTD, on pose 
T(A) = lim A”, 
G 
(T depend du choix de 9); T(A) est un groupe abelien que l’on rnunit d’un 
structure de G-MTD a l’aidc du diagramme 
G/C’ x Ati - A”, 
c; x T(A)- T(A). 
On a ainsi un foncteur T: @-MTD + G-RITD (covariant et additif) de man& 
Cvidente. 
(8.3) On peut verifier les deux assertions suivantes: 
(i) T *pti = IdCmMTD 
(ii) Si A E G-MTD est tel que 
T(A) = A, 
en tant que groupes abe’liens, alors on a 
p,, - T(A) = A. 
prd et T pcrmettent done d’identijk G-MTD d la sous-catt’goriepleine de G-MT1 
formt!e des A tels que 
A =: 9a A”, 
ct T(A) s’identi$e au plus grand sous-G-module C de A tel que C soit un objet d 
G-RITD. 
Comme dans (1.2), on a 
~~omo(Ptd(A), n) - Homc(A, T(B)), 
si A c- G-MTD et B E G-MTD; en particulier, Test exact a gauche et transform. 
les injectifs en injectifs. 
On a un diagramme commutatif 
H%. .) G-MTD p----+ Z-MOD 
\ /A.., ’ 
G-MTD 
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d’oh une suite spectrale cohomologique 
(8.4) Cas particuliers. Si 4 est forme d’un seul sous-groupe ouvert et 
distingue, on retrouve ia suite de (7.1), et la limite inductive de ces suites, prise 
sur les Li E@, redonne la precedente. 
et 6 = Z, I on a une suite exacte 
*, T(A)) + W(Z, A) + R:T(@’ + N”(Z, , T(A)) + 0; 
on obtient une suite exacte analogue. 
Si K est une extension de k et si A est l’ensembie des x E K teis que 
Gal(Kjk) . x soit fini, on peut prendre pour 4 3es groupes de la forme 
Gal(K/k(Gai(K/k) ~ x)), 
pour x E A. Si I’on choisit pour A l’ensemble des ClCments alg&niques sur k, G 
est profini. 
(8.5) CaEcul de PT. Soit A E G-MTD, et soit C E.@. On a un complex 
%‘,(A) dans Z-MOD: 
~-A~.%~(U,A)~92(U,A)+ ~.. (cf. (24), 
oh l’on con&d&e U muni de la topologie induite par g’. Comme d’habitude, 
%‘:,(A) pent &tre consider& comme un complexe dam G-MOD, et (%‘u(A))LrEg 
forme naturellement un systeme inductif de complexes; Gn note ??(A) la limite 
inductive de ce systkme et H le 6-foncteur A 4 H(%?(i3)) de 6-MTD dans 
G-MOD. 
Avec ces notations, le iecteur pourra vCrifier que H est umbevsel et isarno~~k~ 
ci RT. 
9. UN EXEMPLE DE RELATIONS ENTRE DIFFhENTES COHOMOLOGIES 
LEMME (9.1). Soit A E?,,-MTD tel que 
AZ3 = 
alors on a 
Hz&, A) = 0. 
~~rno~~~~at~o~. Par dbcalage, on a 
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Si 01 C Z*(Z, , S(Z, , J/A), on pose 
p = a( 1) E a(&, , A):‘A, (j E 9(2*, ) A)). 
11 existe 72 E N tcl quc, pour tout a EZ, , 
a(z + pz,) = a(z), 
f(z -I- P”Z,> _- f(+ 
Puisque @P) = 0, ii cxiste a E A tel quc, pour tout x EZ, , on ait 
j(z) -+j(x -I- 1) i .‘. -+j(a ypn --- 1) = aa; 
d’apres (2), la somme 
C-1 
;, .fb -f. 4 
(1) 
(2) 
nc depend pas dc z; ainsi, a E ilzp et done, par hvpothesc, 
,,Q. -1 
z, j(z-i.i) L-0, pourtoutzEZ,. (3) 
On munit Z/p)“Z de l’ordre obtenu par transport, a l’aide de la bijection 
[0, p“ -- 1] -+Z/pnZ ([O,p” - 1] &ant muni de l’ordre induit par N) et on 
d&nit g,: Z/ptLZ --f A par 
Sl(B) .= 0, RI(i) = fm RI(Z) y= f(0) If(l),... 
gl(p” --. 1) = j(0) -I j(1) -) *** i-- j(p” - 2); 
on note cnfin g E 9(Z,, , il) la fonction obtenue par composition 
z,. --+ z!p”z 2’. /I. 
Alors, en utilisant (1) et (3), on pcut verifier que d,(S) == (Y, avec 
d,: qz, ) A)jA + qz, ) qz, ) 24)/A) 
et E, classe de g dans 9(Z, , i3)lA. On a done: ZZ”(Z, , A) = 0 (sans utiliscr de 
complexe, on aurait pu SC ramener a la cohomologie des groupcs finis). 
PROPOSITIOK (9.2). Soit A E Q,-MTD tel que .4Zn z 0, alors: 
fJ"(Q, , a4) ‘v IWQ2,!ZI, , ZP(Zp , A)), (I 3 1. 
fhmzstration. On utilise I’extension 
0->Z,+Q,+Q,/Z,--+O (Q,/Z, Ctant discret). 
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On a 
fqz, ) A) = 0, 
done ici, pour 4 > 1. 
pour 4 > 2 (cf., par exempie, [5]), 
La suite spectraie donne alors une suite exacte infinie (cf., par exemple, Es]): 
/Z, , A=p) ---f Hl(Q, , A) -+ H1( 
./Z, > AZp) --j H”(Q, , A) + H” 
d’oh ie resultat annonce. 
10. DBMOKSTRATION DU R~SULTAT BNOWB DAKS L'INTRODUCTTON 
La correspondance p”Z, ++ k(Xp-“) (TZ EZ) est galoisienne et l’on. a done 
KQ, = k. Puisque q # p, on verifie que Hn(Q, , Kj est nul, pour n > k (par 
exemple, en comparant la cohomologie de Q, a celle du compiexe qui est limit-e 
projective des complexes donnant la cohomologie pour chaque groupe profini 
p-“Z, (n >, 0)). On a un resultat analogue pour ( ) x I% et l’utilisation d’une 
suite spectrale (cf. Section 7) donne: 
pour n > 2, H”(G, Kf = 0, et H2(Gp K) ‘v Hl( 
ainsi que la suite exacte: 
0 + k + fP(G, K) + fP(Q, , K)zXz/zz -> 0. 
A. 
D’autre part, on peut montrer que v > K) “J k~~~(~(X~~, oh k(X) 
(resp. j(k(X))) est Ie &pare complete de (resp. le s&pare associe a k(X)] 
pour la tapologie dont un systeme fondamental de voisinages de 0 es; forme des 
.HO(p-~~ n , k(X)) (n > 0). k(X) n’est pas complet et on a EP( 
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